Analyse Plus reader Hoofdstuk 5

5.0 Inleiding.
1
1
We bekijken de integraal I—Mx
X
|

Als we, zonder ons af te vragen of het eigenlijk mag, de integraal gaan berekenen vinden het volgende
antwoord:

1 1
1 1 . .
I—4dx = [——} =—1-1=-2  Hetantwoord is negatief.
1

3
cx 3x7 |

1
Dat is vreemd, want de grafiek van f'(x) =— ligt in zijn geheel boven de x-as en kan dus niet
X

negatief zijn.

Het probleem is dat het integratie-interval niet volledig gedefinieerd is op het domein van f. De grafiek
van f bevat namelijk een verticale asymptoot voor x = 0. Een discontinuiteit op een integratie-interval
is een voorbeeld van een oneigenlijke integraal.

b
Tot nu toe hebben we integralen J. f(x)dx berekend, waarbij f'een continue functie is op het

a

begrensde interval [a, b]. In dit hoofdstuk gaan we kijken naar integralen waarvan het integratie-

interval niet begrensd is en/of de integrant discontinu is op het integratie-interval.
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5.1 Niet begrensde integratie-intervallen.

In deze paragraaf kijken we naar integralen die geen precieze onder- en/of bovengrens kennen.

We kunnen drie gevallen onderscheiden:

1. Een niet-begrensde bovengrens: integratie-interval = [a, —)>
2. Een niet-begrensde ondergrens: integratie-interval = <<—,b]

3. Een niet-begrensde onder- en bovengrens: integratie-interval =R

0 t
In geval 1 berekenen we de integraal J. f(x)dx = limj f(x)dx
t—>©
b b
In geval 2 berekenen we de integraal I f(x)dx = limI f(x)dx
t—>—o0
—00 t

@ t
In geval 3 berekenen we de integraalj f(x)dx = limj f(x)dx+ limj f(x)dx
S§—>—0 t—>0
waarbij ¢ een willekeurig gekozen getal is. Meestal wordt hier 0 gekozen.
Als de limieten bestaan dan zal de oneigenlijke integraal convergeren naar de limietwaarde (in

geval 3 convergeert de integraal naar de som van de limietwaarden). Als een limiet niet bestaat,
dan zal de integraal divergeren.

Voorbeeld 1

Bereken, indien mogelijk J.e_xdx
0

Oplossing:
0 t
[edx=1im [ *dv =lim[ —¢ ] O =lim(—e" ——1)=0+1=1
0 {—0 0 t—0 —0
Voorbeeld 2

0

1

Bereken, indien mogelijk J. dx

SoAll—x

Oplossing:
0 0 0
[O \/11'_ —=dr=lim t (1-x) “dv :E“}o[‘z(l—xfl = tlirgo(—Z-l—(—lel—z)) —

De limiet bestaat niet, dus de integraal divergeert.
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Sommige limieten zijn niet gemakkelijk te berekenen. Je kunt dan gebruik maken van de
insluitstelling of standaardlimieten (zie Analyse: Rijen en limieten).

reader

Je mag zonder bewijs gebruik maken van:

(hierbij zijn a en k constantes)

. a
hm—k=0 met k >1
t~>oot

lim{/cjzl meta >0

t—
k

.t
hm—t=0 met a >1
t~>ooa

t
1im(1+£} =e¢’ metae R

1—00 l‘

In(k)

k

lim =0 metk>0

—w l‘

Bereken indien mogelijk de volgende integralen.

Opgave 1

a. _lde
s l-x
|

b I1+x2dx
Tl
In(8)

d. ! S
0

e. I3xdx

f. Txe_"zdx
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5.2 Discontinu op het integratie-interval

Een grafiek kan op een interval [a ,b] op twee verschillende manieren discontinu

zijn. Er kan zich namelijk een verticale asymptoot op het interval bevinden of een
“sprong”. In de figuur hiernaast kun je zien dat in geval van een “sprong” je het
integratie-interval eenvoudig kunt opdelen. De totale integraal is dan gelijk aan de
som van de twee deel-integralen.

We zullen ons daarom alleen beperken tot de integralen waarop zich een asymptoot

op het integratie-interval bevindt.

In het geval van de verticale asymptoot kunnen we vier situaties onderscheiden.

Situatie 1: De asymptoot bevindt zich in de bovengrens.
b q
[ £y =1i1gb1'f F(x)dx
q
Situatie 2: De asymptoot bevindt zich in de ondergrens.
b b
j /(x)dx =lim j f(x)dx
a e P
Situatie 3: De integrant heeft een asymptoot in zowel de onder- als bovengrens.
b c q
j /(x)dx = lim j f(@)dx-+lim j F(x)dx met a<c<b
a e P ab G
Situatie 4: De asymptoot bevindt zich in x =d met a <d <b.

j f(x)dx =1pi%T f(x)dx+lqi{51j|)‘ f(x)dx

Als de limieten bestaan dan convergeert de integraal naar de limietwaarde in geval 1 en 2. In de gevallen 3
en 4 convergeert de integraal naar de som van de limietwaarden.

Voorbeeld 1

1
Bereken, indien mogelijk I—
0

Oplossing

De functie f(x) = —heeft een verticale asymptoot in X =0, verder is de functie continu voor positieve

Jx

waarden van x.

1 —

x

S S——

%d 1m[2\/— L—hm(Z ZJ_ )

\!—...—
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Ook bij deze integralen is er een aantal standaardlimieten inzetbaar:

sin x
lim——=1
=0  x

. tanx
lim =1
x—0 X

e =1
lim =1
x—0 X

ln(l + X)

lim

x—0

=1

Jm Ja _
¥—>0 x 2\/_

lifn x“-In(x) =0 meta e R, waarbij a een constante voorstelt.
xv0

meta e R*

Hoofdstuk 5

Voorbeeld 2
Bereken, indien mogelijk J. (1 + ln(x)) dx
0

Oplossing:
] (1+1n(x))dx j dx+lim j In(x)dx = [x]' +lim [xln(x)]

0

x-Ldx

~ '-—."’N

=[]} ~lim[xin(o)}; <[]} = 11%((32 In(e*)— pln(p))=2¢> —0=2¢°

Voorbeeld 3

1
We bereken nogmaals de integraal uit de inleiding: J. - dx.
X

Oplossing:

Lactp[-4°T, v

g0 q

_j.lx_l“dx —11mJ‘ dx+11r£11

. 1 . 1
= llrn(— - +%] + llm(—%——3J =00+ 00 (merk op dat p negatief is)
pTO 3p 3q

De integraal divergeert.
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Opgave 2
Bereken, indien mogelijk de volgende integralen
4 1
1 X
a. dx e. —dx
!4—x iﬂh_XZ
4 2
1 1
b. | dx fo[—=dx
0 4—x 0 l-x
2 ©
1 1
c —dx dx
;[ x’ J -! xIn® x
(1 [ 1-3x
d J. —=dx h I —dx
2 3lx ) 1-3x
Opgave 3

T—e'+1

xe
Beschouw de functie f(x) = 5
X

We gaan de oppervlakte onder de grafiek van f* berekenen op het interval
[— In(2), ln(2)] .

a. Deel eerst de gebroken functie uit en herschrijf f(x).
e’ . .

b. Bercken I—dx door slechts 1 maal gebruik te maken van particle
X

integratie. Kijk goed naar de integraal die je overhoudt.

c. Gebruik het resultaat van b om de gevraagde oppervlakte exact te berekenen.

d. Waarom vind je hetzelfde antwoord als je geen limiet gebruikt?
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